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SUMMARY 
Let G,, be the algebraic closure of the field Qp and let Cp be the (algebraically closed) completion 
of Q,. We consider particular p-adix exponential sums in the form 
f(x)= c 
Osi,jsN-I 
au exp ((i+ aj)x) 
whith a E i$, and we show that if ) a -Nl is small enough the number of zeros off in the disk 
1 x 1 <p- (“p- ‘1 can be upper bonded by N* - 1. We then construct numbers a E Zp satisfying such a 
property for an infinity of integers N. Counter examples prove that such a result could not be 
widely generalised. 
INTRODUCTION 
On se propose ici de rechercher un procede de majoration du nombre des 
zeros de sommes exponentielles p-adiques de la forme 
f(X) = C 
Osi,jsN 
a, j ev ((i + ti)X) 
ou (Y E ZP (et au E C&p> dtfinie dans le disque 1 x ) <p-(“p- ‘1, que nous noterons D. 
Rappelons que d’une facon genbale, des resultats classiques [3, 41 montrent 
que le nombre des zeros d’une somme exponentielle 1 f, =0 a,, exp (A,x) avec par 
exemple IA,,1 I 1, dans le disque 1x1 IT (ou r<p-(“p-r)), est major6 par une 
expression de la forme 
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Maintenant lorsque A,, E i$, par convergence uniforme il est facile de voir que 
si l’on approche suffisamment les L,, par des u, E IN, le nombre q des zeros def 
dans D est le mCme que celui de CiZO a, exp (u,x) qui est un polynome en 
exp (x), ce qui montre que q < 00. 
Par contre des exemples montrent que, d’une facon g&kale, on ne peut es- 
perer majorer le nombre des zeros d’une somme exponentielle C i =s a,, exp &x) 
(ou &EZJ par le nombre t de ses termes [2] (chapitre III). Ici nous nous 
proposons d’obtenir dans des cas particuliers non triviaux, une majoration du 
nombre des zeros de f par N2 - 1. 
Pour tout entier NE M on notera s(N) l’unique entier tel que pNw- I c N2 I 
~fl~). Alors on va Ctablir les resultats suivants: 
THfiORiZME. Soit NE IN. Pour chaque a E Zp tel que 1 a-N 1 I (1 /pNN)) le 
nombre des Z&OS dans D de la fonction 
f(x)= c OSi,jSN- I ai, j ew ((i + ti)x) 
(a&j non tous nuls) est majordpar N2 - 1. 
REMARQUE. 11 est evident, que sous ces hypotheses, le resultat du theoreme 
n’est pas ameliorable car il existe toujours des fonctions de la forme 
c 
Oai,jsN-1 
ai,i exp ((i + C&X), (ai,j non tOUS nuls) 
qui admettent un zero d’ordre N2 - 1 a l’origine: il suffit pour cela de resoudre 
le systeme lintaire de N2 - 1 equations 
1 1 =o x=0OsnsN2- 1 
oti les a&j sont les N2 inconnues. 
Le systbme admet des solutions non triviales a&j et la fonction r(x) ainsi 
definie admet bien un zero d’ordre N2 - 1 a l’origine. 
Dans la suite on notera R =p-(“p- I). 
COROLLAIRE. Soit u, une suite de N vhifiant u, + ,12(u, + 1) pour tout n E IN, 
et soit c, une suite de N telle que 0 I c,,, <p pour tout m E N. On suppose que 
pour tout n E IN on ait cUn # 0. 
Soit 
a= cc,P”+c( c GZP”) 
Osmauo /I>0 2(uh+l)smad*+, 
et pour tout n E N soit 
a,= C 
Oamsuo cmp” + 02-L (2(“*+ I)L*+, cmp”)- 
Alors les fonctions, 
f,(x)= c 
Osi,jsu,-I 
ai,j exp ((i+ cu')x) 
admetten t au plus a: - 1 Z&OS dans d - (0, R). 
PREUVE. L’entier a” se presente sous la forme 
c 4nPrn 
Ormsu, 
ou chaque I, est Cgal a c, ou 0 et done major6 par @- l), et par suite on a, 
dans N muni de l’ordre archimedien habitue1 I, 
a,s(p-I) C ppm=p-lP 
u,+l -1 u,+l 
Osmru, P-1 cp * 
On a done s(a,J 5 2(u, + 1). 
Or 
la-aA=I C( C GIP”) I 
hrn 2(u,,+l)zsmsu,,+l 
et on en deduit done que 
la-a”1 5 p2(uf + 1) +G* 
On peut done appliquer le theoreme 1 et on voit que le nombre des zeros de f 
dans D est major6 par ai - 1. 
# 2 PRl?LIMINAIRES 
On notera Log la fonction logarithme p-adique definie dans le disque 
D’=l+DparLog(l+u)=C,“=t u”/n. 
Considerons done une somme exponentielle f de Cp definie dans D par: 
for)= c 
Osi,jrN- I 
ai,j exp ((i+Oj)X), aE%. 
Rappelons que pour tout u ED, on peut definir (1 + u)O pour 1 f3l I 1 par 
(l+u)e=exp(OLog(l+u)). 
En effet, puisque I u I <R on a 1 Log (1 + u) I <R et done I 0 Log (1 + u) 1 <R. 
Ainsi en posant, exp (x) = 1 + u, on obtient une fonction g associee a f et 
definie dans D par 
g(u)= c ai,j(l + U)i+aj. 
O+i,jsN- I 
En utilisant la formule du binome, pour tout u o D, on obtient done 
i7i,j (i+z)Uh). 
Pour chaque famille finie Y= (ai,j)ssi,jsN- 1 de Cp, on notera 
bhtY)= c ai,j 
Oai.jsN- I 
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et on aura done 
L?(u) = hybw. > 
Nous verrons que si a est petit, les bn (Y’) peuvent etre tres petits relativement 
a Max 1 a&j I, lorsque n est grand, ce qui laisse peu d’espoir d’obtenir des majo- 
rations interessantes quant au nombre de zeros dans D. 
Soit B={i+Qy’/l~i,j~N-1) et pour tout hEh\J, pour tout I~h\l, soit 
Bf)={i+dEB/Ih-(i+Cy’)I 1(1/p’)}. 
Pour 1~ n\l fix& on voit que les Bz() (h E IN) forment un recouvrement de B. 
LEMME 1. SoientxetyEi& telsque Ix-y1 5(1/p’) (IEN), etsoit r2Eb.J tel 
que n 5~‘. 
Alors on a: 
PREUVE. Considtrons I’identite polynomiale tlementaire 
Ainsi en posant X=x-y et Y=y, on obtient 
d’oti 
puisque 
(*hY)= p](Xhri’) pour tout lshln. 
. , . . 
On sait que pour tout 2 62 Zp et pour tout m E N on a ’ 
I( >I 
5 1; alors par 
inegalite ultrametrique on a done m 
Par hypothbe on a n up’ et 1x-y I 5 (1 /p’), ce qui entraine bien, 
I(g-($I=$?* 
PROPOSITION 1. Soit a E ZP tel que 1 a I I (1 /p’), et soit NE IN. 
Alors il exkte des families 
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telles que 
et telles que la suite b,( 9’) v&ifie 
jb,(Y)I ~--&pour tout nsp’, (tsl). 
PREUVE. On note M l’entier min (N,p’). 11 est clair que les B$“, . . . , Bu- 1 
forment une partition de B. 
En effet: d’une part, pour tout h rM ou bien Bf’ = 0, ou bien il existe m CM 
tel que B$) = Blf’; d’autre part il est evident que si h et q sont deux entiers 
inferieurs a A4 alors les sous-ensembles Blf’ et Bt) sont non vides et disjoints. 
Alors chaque b,(Y) peut done s’ecrire: 
Pour tout h 1h4, il existe trivialement une famille (ai,j)i+ d E BI(’ telle que, 
max (jaiil)=l et C a,=O. 
i+ajeBjo i+qieL$ 
Soit Y= (ai,j)osi,jsN- 1 la famille ainsi construite. 
D’une part on voit que 
D’autre part on peut Ccrire: 
Par hypothese on a 1 i + o$ - h 1 I (1 /p’) et n 5~‘; d’apres le lemme 1, on a done 
d’ou 
8 3 a VOISIN D’UN ENTIER N 
Nous allons maintenant considerer les fonctions Ax) lorsque I a - NI I 
I(l/P”‘N’). 
LEMME 2. Soit a E ZP tel que ) a - NI 5 (1 /pflw). 
Alors les ensembles @NJ ont un et un seul &ment quel que soit h I N2 - 1, et 
sont vides pour tout h L N2. 
93 
PREUVE. 
Bp i+jaEB/Ii+ja-/II s-& 
I 
. 
Mais a s’tcrit N+ E avec 1 E 1 I (1 /#w); on a done 
li+Nj-hl +j. 
Soit h I N2 - 1; il existe evidemment un couple (i,j) unique tel que 0 I i, j I 
IN- 1 et h = i+ Nj (i &ant le reste et j le quotient de la division de h par N). 
Ainsi chaque &‘v) contient au moins un Clement de B pour h = 0, . . . , N2 - 1. 
Mais Card (B) = N2, done chaque tiw contient un seul element de B, pour 
tout h I N2 - 1 et chaque Bhs(N) est necessairement vide pour tout h > N2. 
COROLLAIRE. Soit a~&, tel que la-N1 ~(l/#~)). 
A lors il existe une bijection p de { 0, 1, . . . , N2 - 1) sur B telle que 
1/3(m)-ml S&pourtoutm=0,...,N2-1. 
On obtient alors la proposition 2. 
PROPOSITION 2. Soit NE N et soit a E Zp tel que I (r- NI 5 (l/p”(N)). Soit 
Y= (ai,j)osi,jlN- 1 une famille finie de K. 
Alors on a: 
mm lbd~)l = f~: Ih(Y)I=o,;~m, lai,il- 
OshsN’-1 
PREUVE. On peut naturellement se ramener au cas ou 
mW max Ibd~~l.o~yy~l la~jl)=l, 
OshsN*-I 
ce que nous supposerons done. 
D’apres le corollaire qui precede il existe une bijection /I de (0, 1, . . . , N2 - 1) 
sur B telle que I b(m) - m ) I (1 /p”‘N)) pour tout m = 0, . . . , N2 - 1. 
On notera B la bijection definie de (0, 1, . . . . N2- l} sur (0, . . . . N- 1) x 
x (0, . . . . N- 1) de la facon suivante: 
si /3(m) = i+ oj, soit p(m) = (i,j). 
Alors on voit que pour tout entier h E h\l on a 
Par suite, on dtduit du lemme 1 que 
h(y) = 




est triangulaire superieure, et n’admet que des T sur sa diagonale, cette matrice 
est reguliere et par Suite la famille (bh(y))05h5N2- 1 n'eSt pas identiquement 
nulle si et seulement si la famille (ai,J)oljJsN- i ne l’est pas. 
On a done bien, 
max Ibh(y)I = max la&jl. 
OahsN'- I Os;i,jrN-l 
Par ailleurs il est clair que pour tout n E N on a, 
ce qui montre bien la double CgalitC 
REMARQUE. Soit (r~ &. Si on veut utiliser la methode prectdente pour 
majorer par un p’ le rang n du premier &(9’) tel que, 
Ibi(Y)I = ma lai,j19 
Osi,jlsN- I 
on voit qu’il est nkessaire, au minimum, que chaque Blf’ contienne au plus un 
seul Clement. 
En effet, si un Blf’ contient plusieurs i + aj, alors on peut fort bien avoir 
c aLj=O 
i+qisBjl’ 
avec des I a;,j I = 1, et par suite on peut facilement construire une famille (U,j) 
telle que 
max lb,(Y) c max IUijl. 
OS;nSp' Osi,jsN-I 
11 est done impossible d’obtenir une majoration du rang n meilleure que 
l/ I a I, car si I a I = (1 /p’) il y aura necessairement plusieurs i + tQ dans 
certains Bf’. 
Grace a la proposition 2, on peut ttablir maintenant le theoreme. 
PREUVE DU THBORBME. Ecrivons, comme prectdemment, 
t?(x) = h;. bh (sv)x”* 
On peut supposer que 
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Grace il la proposition 2 il existe bien tlN2 - 1 tel que 
Iua = su; Ma =19 
ce qui prouve bien que le nombre des ztros de g dans D est major6 par N2 - 1. 
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